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Subiectul 1. 
 

Se consideră matricea 𝐴 = #
2 0 2
0 1 6
0 0 1

(. 

a) Calculați 𝐴)*)+. 

b) Determinați numerele naturale 𝑛 pentru care  
.
/
𝑠(𝐴2) = 2026 + 𝑠(𝐴 − 𝐼/) ∙ det 𝐴∗ + 4 ∙ det 𝐴, 

unde 𝑠(𝑋) reprezintă suma elementelor matricei 𝑋. 

Prof. Popescu Luminița 

 

Subiectul 2. 
 

Fie 𝑓 ∶ 	 [0,+∞) → 	ℝ, o funcție care satisface relația 		𝑓(𝑥) 	 · 	 𝑒I(J) = 	𝑥, pentru 
orice 𝑥	 ∈ 	 [0,+∞). Arătați că: 

a)  f este monotonă; 
b) lim

J→O
𝑓(𝑥) 	= ∞;   

c) lim
J→O

I(J)
PQ J

	= 1.   
Prof. Rădulescu Teodora 

Subiectul 3. 
 

Fie 𝑎, 𝑏	 ∈ 	ℕ∗ care verifică 𝑎) − 	𝑏	 = 	1. Determinați: 
lim
2→O

U𝑛 − ∑ W	Xa	 +	√b\
]
^2

_`. a. 
Gazeta matematică 

Subiectul 4. 
 

a) Determinați matricele 𝐴 ∈ ℳ)(ℕ), care verifică ecuația 

𝐴c − 7𝐴/ + 14𝐴) + 2𝐴 − 20𝐼) = 𝑂). 

Prof. Popescu Luminița 

 
 
Notă: 

Toate subiectele sunt obligatorii.  
Fiecare problemă se va nota de la 0 la 21 puncte. 
Se acordă 16 puncte din oficiu 

      Timp de lucru: 3 ore 
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CLASA a XI-a - Soluții și bareme 

Subiectul 1. 

𝑎)		𝐴) = #
2) 0 2/ − 2
0 1 12
0 0 1

(,  
3p 

 

Demonstrăm prin inducție că  𝐴2 = #
22 0 22f. − 2
0 1 6𝑛
0 0 1

(, pentru orice 𝑛 ∈ ℕ,  deci 

𝐴)*)+ = #
2)*)+ 0 2)*)g − 2
0 1 12156
0 0 1

( 

3p 

 

b)  𝑠(𝐴2) = 3 ∙ 22 + 6𝑛	 3p 

𝑠(𝐴 − 𝐼/) = 𝑠(𝐴) − 𝑠(𝐼/) 	= 	9	 3p 

det 𝐴 = 2	 3p 

𝐴∗ = det 𝐴 ∙ 𝐴k.,	 deci det 𝐴∗ = (det 𝐴)/ ∙ det 𝐴k. = (det 𝐴)) = 4 3p 

Ecuația devine  22 + 2𝑛 = 2070  (1) 

Funcția 𝑓(𝑥) = 2J + 2𝑥, 𝑓: (0,∞) → ℝ  este strict crescătoare, deci ecuația (1) are cel 

mult o soluție.  	𝑛 = 11 soluție . 

3p 

  
Problema  2. 
a)  Din ipoteză avem 	𝑓(𝑥) = 	𝑥	 ∙ 	𝑒kI(J) ≥ 0, ∀	𝑥	 ≥ 0.  2p 
Fie  𝑢., 𝑢) ∈ [0,∞), 𝑢. < 𝑢) pentru care 𝑓(𝑢.) ≥ 𝑓(	𝑢)), atunci: 𝑒kI(qr) ≤ 𝑒kI(qt) și  
𝑓(𝑢.) = 𝑢. ∙ 𝑒kI(qr) < 𝑢) ∙ 𝑒kI(qr) ≤ 𝑢) ∙ 𝑒kI(qt) = 𝑓(𝑢)), contradicție.  

3p  

Prin urmare,  funcția  𝑓 este strict  crescătoare pe [0,+∞). 1p 
b)  Dacă 𝑓 este mărginită superior există 𝑀 > 0  pentru care 𝑓(𝑥) < 𝑀, ∀𝑥 ≥ 0. 2p 
	Fie 𝑥w = 𝑀 ∙ 𝑒w ≥ 0.	 	Atunci	𝑥w = 𝑓(𝑥w) · 	 𝑒I(Jx) < 𝑀 ∙ 𝑒w = 𝑥w contradicție, deci 𝑓 
este nemărginită superior.  

6p 

Funcția 𝑓 este strict crescătoare  pe [0,+∞) și nemărginită, deci lim
J→fO

𝑓(𝑥) = ∞. 1p 

c)  PQ J
I(J)

	= 	 PQXI(J)	·	y
z({)\

I(J)
= 1 + PQ I(J)

I(J)
 3p 

lim
J→O

PQI(J)
I(J)

= lim
|→O

PQ|
|
= 		0, deci lim

J→O

PQJ
I(J)

	 	= 1 = lim
J→O

I(J)
PQ J

	. 3p 

  
Subiectul 3.  
X𝑎	 +	√𝑏\X𝑎	 −	√𝑏\ = 	𝑎) − 	𝑏	 = 	1, de unde  𝑎	–	√𝑏 	< 	1	 < 	𝑎	 +	√𝑏. 3p 
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Dar Xa	 +	√b\
]
+	Xa	–	√b\

]
∈ 	ℤ, adică �Xa	 +	√b\

]
� +	 �Xa	–	√b\

]
� +	W	Xa	 +

	√b\
]
^ +	W	Xa	–	√b\

]
^ ∈ 	ℤ.   Deoarece Xa	–	√b\

]
∈ 	 (0,1) ⇒ 	 �Xa	–	√b\

]
� = 	0 și 

Xa	–	√b\
]
= 	 W	Xa	 −	√b\

]
^. 

6p 

Obținem că  W	Xa	 +	√b\
]
^ +	W	Xa	 −	√b\

]
^ = 	1.   3p 

Deci n	 −	∑ W	Xa	 +	√b\
]
^2

_`. =		∑ W	Xa − 	√b\
]
^2

_`. = ∑ 	Xa −	√b\
]2

_`.  
 

3p 

iar lim
2→O

U𝑛 − ∑ W	Xa	 +	√b\
]
^2

_`. a =	 lim
2→O

U∑ Xa −	√b\
]2

_`. a  

= lim
2→O

�Xa	–	√b\ · Xa	–	√b\
n
−	1	

Xa	–	√b\−	1
�  = �	k	√�

.	–	�	f	√�
= �k.k√�

)(.k�)
 

 

6p 

  
Problema 4.  
Cazul I. Dacă 𝐴 = 𝜆𝐼), atunci 𝜆	este	soluție	a	ecuației	 	𝜆c − 7𝜆/ + 14𝜆) + 2𝜆 − 20 = 0.	

Dar	𝜆c − 7𝜆/ + 14𝜆) + 2𝜆 − 20 = (𝜆 + 1)(𝜆 − 2)(𝜆) − 6𝜆 + 10),	deci	𝜆 = −1	sau	𝜆 =

2. 

3p 

Dacă 	𝜆 = −1	atunci	𝐴 = −𝐼) ∉ ℳ)(ℕ) 1p 

Dacă 	𝜆 = 2	atunci	𝐴 = 2𝐼) ∈ ℳ)(ℕ).	 1p 

Cazul II. 𝐴 ≠ 𝜆𝐼).  Dacă 	𝐴 ∈ ℳ)(ℕ) atunci 𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 + det 𝐴 ∙ 𝐼) = 𝑂) 3p 

Deoarece 𝑥c − 7𝑥/ + 14𝑥) + 2𝑥 − 20 = (𝑥) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝑥 + det 𝐴)𝑝(𝑥) + 𝛼𝑥 + 𝛽,	dacă 𝐴 

este soluție a ecuației, atunci 

𝐴c − 7𝐴/ + 14𝐴) + 2𝐴 − 20𝐼) = (𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 + det 𝐴 ∙ 𝐼))𝑝(𝐴) + 𝛼𝐴 + 𝛽𝐼) = 𝑂)  și 

de aici 	𝛼𝐴 + 𝛽𝐼) = 𝑂), 

3p 

Dacă 𝛼 ≠ 0, atunci 𝐴 = 𝜆𝐼) contradicție. 1p 

Dacă 𝛼 = 0,  atunci 𝛽 = 0  și (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑥) − 6𝑥 + 10) = (𝑥) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝑥 +

det 𝐴)𝑝(𝑥) . Deci 𝑥) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝑥 + det 𝐴 = 𝑥) − 6𝑥 + 10  sau 𝑥) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝑥 + det 𝐴 =

𝑥) − 𝑥 − 2. 

2p 

Dacă 𝑥) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝑥 + det 𝐴 = 𝑥) − 6𝑥 + 10 atunci 	𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎 + 𝑑 = 6	și	det 𝐴 = 𝑎𝑑 −

𝑏𝑐 = 10.	Deoarece	𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℕ,	avem		10 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≤ 𝑎𝑑 ≤ U�f�
)
a
)
= 9,	imposibil. 

3p 

Dacă 	𝑥) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝑥 + det 𝐴 = 𝑥) − 𝑥 − 2 , atunci 	 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎 + 𝑑 = 1 	și	det 𝐴 = 𝑎𝑑 −

𝑏𝑐 = −2 .	 	 Deoarece	 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℕ,	 avem	 𝑎 = 1, 𝑑 = 0, 𝑏𝑐 = 2 	de	 unde	 𝐴 ∈

WU1 2
1 0a , U

1 1
2 0a	^	sau		𝑎 = 0, 𝑑 = 1, 𝑏𝑐 = 2	de	unde	𝐴 ∈ WU0 2

1 1a , U
0 1
2 1a	^ 

3p 
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Deci 	𝐴 ∈ WU2 0
0 2a , U

0 2
1 1a , U

0 1
2 1a , U

1 2
1 0a , U

1 1
2 0a		^ 

1p 
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Dacă 	𝐴 ∈ ℳ)(ℕ) atunci 𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 + det 𝐴 ∙ 𝐼) = 𝑂)  

Dacă A este soluție a ecuației atunci 

𝐴c − 7𝐴/ + 14𝐴) + 2𝐴 − 20𝐼) = (𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 + det 𝐴 ∙ 𝐼))𝐵 + 𝛼𝐴 + 𝛽𝐼) = 𝑂)  și de 

aici 	𝛼𝐴 + 𝛽𝐼) = 𝑂), 

4p 

Dacă 𝛼 ≠ 0, atunci 𝐴 = 𝜆𝐼), iar 𝜆	este	 soluție	a	 ecuației	 	𝜆c − 7𝜆/ + 14𝜆) + 2𝜆 − 20 =

0. 	Dar	 𝜆c − 7𝜆/ + 14𝜆) + 2𝜆 − 20 = (𝜆 + 1)(𝜆 − 2)(𝜆) − 6𝜆 + 10), 	deci	 𝜆 = −1 	sau		
𝜆 = 2.	 

 

Dacă 	𝜆 = −1	atunci	𝐴 = −𝐼) ∉ ℳ)(ℕ)  

Dacă 	𝜆 = 2	atunci	𝐴 = 2𝐼) ∈ ℳ)(ℕ).	  

Dacă 𝛼 = 0  atunci 𝛽 = 0  și (𝐴 + 𝐼))(𝐴 − 2𝐼))(𝐴) − 6𝐴 + 10𝐼)) = (𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 +

det 𝐴 ∙ 𝐼))𝐵  . Avem 𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 + det 𝐴 ∙ 𝐼) = 𝐴) − 6𝐴 + 10𝐼)  sau 𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 +

det 𝐴 ∙ 𝐼) = 𝐴) − 𝐴 − 2𝐼) 

 

Dacă 𝐴) − 𝑡𝑟(𝐴) ∙ 𝐴 + det 𝐴 ∙ 𝐼) = 𝐴) − 6𝐴 + 10𝐼) atunci 	𝑡𝑟(𝐴) = 6	și	det 𝐴 = 10.		

Deoarece	𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℕ,	avem		10 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≤ 𝑎𝑑 ≤ U�f�
)
a
)
= 9	imposibil.	 

 

  

  

  


