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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Locala, Judetul Dolj, 7 februarie 2026
CLASA a XI-a

2 0 2
Subiectul 1. Se considerd matricea 4 = (0 1 6).
0 0 1

a) Calculati 42926,

b) Determinati numerele naturale n pentru care

és(A”) =2026+s(A—1I;) - det A" + 4 - det 4,

unde s(X) reprezinta suma elementelor matricei X.

Prof. Popescu Luminita

Subiectul 2. Fie f : [0,+o0) — R, o functie care satisface relatia f(x)
oricex € [0,+o0). Aratati ca:
a) feste monotona;
b) lim f(x) = oo

c) lim 2% =1

X—00 Inx

- ef™®) = x, pentru

Prof. Radulescu Teodora

Subiectul 3. Fiea,b € N* care verificdi a? — b = 1. Determinati:

Jim (n= 2 { (2 + ¥9)'Y).

Subiectul 4. Determinati matricele A € M, (N), care verifica ecuatia

A% — 743 + 1442 + 24 — 201, = 0,.

Gazeta matematica

Prof. Popescu Luminita

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota de la 0 la 21 puncte.
Se acorda 16 puncte din oficiu
Timp de lucru: 3 ore
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Locala, Judetul Dolj, 07 februarie 2026
CLASA a XI-a - Solutii si bareme

Subiectul 1.

22 0 23-2 3p
a) A*=({0 1 12 |
0 0 1
om0 2n+l 2 3p
Demonstram prin inductieca A" = 0 1 6n , pentru orice n € N, deci
0 O 1
22026 0 22027 -2
A026 = ( 0 1 12156 )
0 0 1
b) s(A™) =3-2"+6n 3p
s(A—1) =s(A)—s(3) =9 3p
detA = 2 3p
A* =detA- A1, decidetA* = (detA)3-detA™! = (detd)? = 4 3p
Ecuatia devine 2™ + 2n = 2070 (1) 3p
Functia f(x) = 2* + 2x, f:(0,0) —» R este strict crescatoare, deci ecuatia (1) are cel
mult o solutie. n = 11 solutie .
Problema 2.
a) Dinipotezd avem f(x) = x - e /™ >0,vx > 0. 2p
Fie uy,u, € [0,), u; < u, pentru care f (u;) = f(u,), atunci: e /1) < g=f(W2) g 3p
flu) =uy-e 70D <y, e f@) <y, - e F®2) = £(u,), contradictie.
Prin urmare, functia f este strict crescatoare pe [0, +o0). 1Ip
b) Daca f este marginita superior existi M > 0 pentru care f(x) < M,Vx = 0. 2p
Fie x,, = M -eM > 0. Atuncixy = f(xy) - /&M < M -eM = x,, contradictie, deci f | 6p
este nemarginitd superior.
Functia f este strict crescatoare pe [0,+0) si nemarginita, deci lirP f(x) = oo. Ip
X—>+ 00
) Inx _ In(f(x)-e/@) 1 In £(x) 3p
f) fey 769
lim 2@ = Jjm ¥ = O,decilimln—x =1 = lim £, 3p
x—-o0o f(x) y—oo Y x—o0 f(x) x—o0 Inx
Subiectul 3.
(a + Vb)(a — vb) = a>— b = 1,deunde a- Vb < 1 < a + Vb. 3p
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Dar (a + VB) + (a-vb)" € Z adica[(a + vB)'] + [(a- vB)| + { (a + 6p

\/B)k} + { (a- \/B)k} € Z. Deoarece (a- \/B)k € (01)= [(a - \/B)k] = 0si

(a-¥0)" = {(a - ¥B)'}

Obtinem ca {(a + \/B)k}+ {(a - \/B)k} = 3p

Decin - 5j-, { (a + vB)} = Zio{(a- vB)} =35, (a— vB)" 3p

far lim (n— 23, { (2 + V5))) = lim ($7_y(a— v5)") 6p
- (0 V9 )

Problema 4.

Cazul 1. Dacd A = Al,, atunci A este solutie a ecuatiei A* — 713 + 1442 +21—20=10. | 3p

Dar A* — 723+ 1422 4+22-20=(1+1)(1—-2)(A> — 61+ 10),deci A = =1 sau 1 =

2.

Daci A = —1atuncid = -1, ¢ M,(N) Ip

Daca A = 2 atunci A = 21, € M,(N). Ip

Cazul II. A # Al,. Daca A € M,(N) atunci 4% — tr(A) - 4 + detA - I, = O, 3p

Deoarece x* — 7x3 + 14x% + 2x — 20 = (x2 — tr(4) - x + det A)p(x) + ax + B, daci A | 3p

este solutie a ecuatiei, atunci

A* — 743 + 1442 + 24 — 201, = (A% — tr(A) - A + det A - L)p(A) + aA + B, = 0, si

de aici A + LI, = 0,,

Daca a # 0, atunci A = Al, contradictie. Ip

Daci a=0, atunci =0 si (x+1Dx—-2)(x?—6x+10)= (x?—tr(A)-x+|2p

detA)p(x). Deci x? —tr(A) -x + detA = x? — 6x + 10 sau x? —tr(4) - x + detA =

x?—x—2.

Dacd x2 — tr(A) - x + detA = x? —6x + 10 atunci tr(A) =a+d =6sidetA =ad — | 3p

bc = 10. Deoarecea, b, ¢, d € N,avem 10 =ad —bc < ad < (a:d) = 9, imposibil.

Dacd x2 —tr(4) -x +detA=x%2—x—2, atunci tr(A) =a+d=1sidetA=ad— |3p

bc=-2 . Deoarece a,b,c,d €N, avem a=1,d=0,bc=2 de unde A€
{G S),(% é)}sau a=0,d=1,bc=2deundeAE{((1) i),(g D}
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Dacd A € M,(N) atunci 42 — tr(4)- A+ detd- I, = 0,

Daca A este solutie a ecuatiei atunci
A* —7A3 +14A%2 + 24— 201, = (A> —tr(A) A+ detA-LL)B+aA+ I, = 0, si de
aici a4 +ﬁ12 = 02,

4p

Dacd a # 0, atunci A = Al,, iar A este solutie a ecuatiei A* — 713 + 1442 + 21— 20 =
0. Dar 2* =723 +1422+21-20= A1+ 1)1 —2)(1*> — 61+ 10), deci A = —1 sau
A=2.

Daci A = —1atuncid = -1, ¢ M,(N)

Daca A = 2 atunci A = 21, € M,(N).

Daci a =0 atunci B =0 si (A+1,)(A—21,)(A> —6A+101,) = (A2 —tr(A)-A+
detA-1,)B . Avem A?> —tr(A)-A+detA-I, = A> — 64+ 101, sau A2 —tr(4) - A+
detA '12 =A2 _A_ 212

Dacd A2 —tr(A) - A+ detA-I, = A> — 6A + 101, atunci tr(4) = 6sidetA = 10.

a+d 2 . .
Deoarece a,b,c,d € N,avem 10 = ad — bc < ad < (T) = 9 imposibil.




